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提要 讨论了包含仿紧连通空间的一些广义度量空间类的映射性质
,

证明了 的连通第一可数空间
是连通 滋 空间的几乎开映像

,

部分回答 了 年 关于连通空间逆像的一个问题 证
明 的连通的具有点 。性质的空间是连通 空间的几乎开映像

,

其中建立了 空间的一 个
映射定理

,

回答了 年 提出的一个问题
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引 言

连通空间中广义度量性质研究的强有力结果是
一

定理 见 正规
,

局

部紧
,

局部连通的 空间是可度量化空间 在连通广义度量空间的映射性质方面
,

【 讨论了怎样的连通空间有好的连通的逆象问题 已知任一连通空间未必是某
一连通度量空间的连续映像 见

,

把一般的连通空间表示为连通的度量空间的映像要

有一定的限制 见 基于 关于度量空间商映像和 关于度量

空间开映像的经典结果
,

提出下列问题

问题 设 是完全正则的连通序列 或 ‘ 空间
,

是否是某一连通度量

空间的连续映像或商映像 在 ‘ 情况下
,

或遗传商映像

问题 设 是完全正则的连通的第一可数空间
,

是否是某一连通度量空间

的开连续映像

问题 已得到肯定回答 见
,

」由于 方法所构造的度量空间是零维

空间
,

所以试图用 方法来解决问题 是有困难的 和 【
创造一种新方法

,

证明了
“

每一 乃 的连通空间是某一仿紧连通空间的商映像
”

本文在分

析了 和 的构造技巧之基础上
,

初步讨论了仿紧连通空间中的一些广义

度量性质
,

获得了连通广义度量空间中的一些映射定理
,

如证明了每一 的连通的第一

可数空间是连通 亏 空间的几乎开映像 该方法对于进一步探索连通空间中的广义度

量性质将会有所帮助

本文所论空间均是 空间
,

映射都是连续满函数 文中未定义的术语与记号见文

或文
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仿紧连通空间的构造

本节介绍仿紧连通空间的构造
,

并讨论一些相关性质

定义 设映射

称为几乎开映射 见
,

若对于每一 , 〔 ,

存在 〔 一‘ 功
,

使得如果 是

在 中的邻域
,

则 明 是 , 在 中的邻域

称为不可约映射 见
,

若对 的每一真闭子集
,

刃 尹

称为拟开映射 见 【
,

若对 的每一非空开集
,

尹。

显然
,

开映射是拟开映射
,

而且开映射 睁 几乎开映射 井 商映射

引理
一

构造见文 设 是任一空间
,

则存在 乃 仿紧空间

和
,

商映射 和 、
,

满足 是连通空间当且仅当 是连通空间

和 的构造如下 对于空间
,

置
,

赋予集合 下述拓

扑

每一
‘ , 任 是孤立点

,

’旁

对于每一 任 ,

点
,

在 中的邻域基为 是 在 的邻域

设
, ,

在集合 上赋予拓扑 二 二 有基元形如
,

关于空间 和具有通

常拓扑的单位闭区间
,

的积拓扑中的元或 时
, , 、 〔

·

让 是把空间 中每一集 粘成一点所成的商空间
,

记商映射 二 ,

定义函数 、
,

使得对每一
, , 〔 ,

有 抓
,

’
, ,

则 是商映射

和 证明了空间 是连通的当且仅当空间 是连通的
,

文 阁 已

证 若 是 乃 空间
,

则 是 乃 空间 易验证
,

若 是 空间
,

则 也是 几 空间

为了完备起见
,

下面证明 是仿紧空间 对于每一 任 ,

设 凡
, ,

则

叫凡 任 从而只须证明每一 凡 是仿紧空间 设 是 凡 的任一开覆盖
,

选取

氏 〔 ,

使得
, , 〔 认

,

则存在 在 中的开邻域 和
,

使得 对
,

司
认 对于任意的

‘ 任 ,

由
‘ ,

」的紧性
, ‘ ,

」 〔召

存在有限子集瑞
,

覆盖 了
,

令

二
,

一 铸、 一 一
‘ 、

, 。若一 尽
『 ‘

弋
‘ , 任 瑞

,

全
, 二‘ 〔

由于当 尹 时
, ,

是 中既开且闭的子集
,

易验证 几
,

认
二 , 〔

是 凡 中“ 的局部有限开加细覆盖 故 凡 是仿紧的

对于给定空间
,

下文中沿用引理 的记号
,

生成空间
,

与 及映射 二 与

引理 二 一 是不可约的闭映射
,

是几乎开映射且存在几乎开映

射 了
,

使得
。 二

证 对任意的 〔 ,

设 中的开集 〕 一‘ ,

不妨设 一‘ 二 ’

对于每一 任 ,

存在 。二 ,

使得 几
,

令

‘ 二 , 〔 ,

则 是 在 中的开邻域且 一‘ ,

故 是闭映射
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设 是 的真闭子集
,

则存在 ‘ 〔 和
,

使得 门 时
, 二 甄

于是 城 笋
,

所以 是不可约映射

对任意 〔 ,

则
, , 任 一 , 如果 是

, ,

在 中的任一邻域
,

那么
任 夕 ,

故 是几乎开映射

定义函数
,

使得对每一
, , 〔 有

,

了
,

约二 显然 二 了 下

证 是几乎开映射 对任意的
, 一‘ ,

」

显然
,

若 是 的开集
,

则 一‘ 是 的开集 所以 了是连续函数 对任意 任 ,

则
, , 任 一 ‘ ,

如果 是
, ,

在 中的任一邻域
,

那么 〔 ,

故 了是几

乎开映射

连 通 空 间 的 映 像

下面分析空间 的一些局部的广义度量性质
,

设 垂 是一拓扑性质
,

称空间 是局

部 中 空间
,

若 中的每一点都存在具有性质 中 的邻域 回忆几个具有基结构的广义度

量空间 见 度量空间的闭映像称为 如 空间
,

具有 。 闭包保持基的正则空间称

为 空间
,

具有 闭包保持拟基的正则空间称为 场 空间
,

肠 空间等价于层空间 见
,

定理

度量空间 井 砧 空间 井 空间 井 场 空间 层空间 井 仿紧空间

本节中的空间
,

丫 与第 节中的一致

引理 空间 是第一可数空间当且仅当空间 是可度量空间

证 由于几乎开映射保持第一可数性
,

若 是可度量空间
,

由引理
,

是第一可

数空间

反之
,

因为 是仿紧空间
,

由 度量化定理 见
,

」
,

只须证 是局部

可度量的 注意到
,

对干每一
, , 任 ,

若 笋
,

则
,

是点 ’
, ,

在 中的可度量的邻域 若 且 亡
,

则
,

是点
, , ,

在 中
的可度量的邻域 因而

,

讨论空间 的局部可度量性质
,

只须考察
, ,

在 中的局

部可度量性 对于每一 〔 ,

因为 是第一可数空间
,

让 氏 任 是点 在 中

的局部基 置

召。

认 二 二 , , ‘ 一 汰
, 任

显然 民 是 的正则子空间 的 。 离散基 于是 是点
,

在 中
〔

可度量的邻域
,

从而
,

是点
, ,

在 中可度量的邻域 故 是局部可

度量空间
,

因此 是可度量空间

由上述引理
,

我们得到了 问题 见 的部分回答

定理 每一连通的第一可数空间是连通 峪 空间的几乎开映像

称空间 是点 空间或具有点 。性质
,

若 的每一单点集是 的 ‘ 集

引理 空间 具有点 性质当且仅当 是 空间

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



数 学 年 刊 卷 辑

证 设 是 空间 对任意的 ‘ , , , 〔 显然 空间具有点 ‘ 性

质 故 中存在基元列 认
,

氛
,

使得

门陈
, 。 一 , , ·

〔

则 氏
,

所以 具有点 ‘ 性质
〔

反之
,

设空间 具有点 ‘ 性质 对于每一 二 任 ,

设 氏 是 在 中的局部基
,

于是存在集列 氏 凡
,

使得 氏 置
〔

召。 任 凡
, , ‘ 〔 一 , 任

·

在 的子空间 中
,

由于
,

是唯一的聚点
,

所以 任 氏 是闭包保

持的
,

且 ’
,

’ 〔 一 氏 是离散的
,

于是
。
是闭包保持的 注意到

,

对于每一
任 一 ,

存在 〔 ,

使得 偌氏 这表明 门 民 是 的基 故 是
几〔

空间
,

从而 的子空间 凡 二 ,

是 空间 因此 。 凡 任

是 空间

为了利用引理 说明 是 空间
,

有必要回答不可约的闭映射是否保持 空

间性质 我们在此利用 的结果
,

获得了它的一个肯定的回答 至于闭映射是否

保持 空间性质
,

还是一个尚未解决的问题 见【
,

」

引理 见 【 设 是拟开的闭映射
,

若 是 的闭包保持的开集
族

,

则 〔 召 是 的闭包保持集族

引理 见【
,

, 设 是层空间
,

下述条件相互等价

是 空间

的每一点具有闭包保持开邻域基

的每一闭集在 中具有 的 闭包保持的开邻域基

定理 拟开的闭映射保持 空间

证 设 一 是拟开的闭映射
,

其中 是 空间 由于闭映射保持层空间
见

,

定理
,

所以 是层空间 对于每一 , 〔 ,

由引理
,

了一 ’功在 中具有

闭包保持的开邻域基
,

又由引理
,

斌司 〔 是 , 在 中的闭包保持开邻域

基 再由引理
,

是 空间

定理 推广了文【 的结果 拟开的可数双商闭映射保持 空间 易验证
,

不

可约的闭映射是拟开映射 见【
,

所以有下述推论
,

它回答了文【
,

」中经典问题

的相关问题

推论 不可约的闭映射保持 空间

定理 设 是连通空间
,

如果 具有点 , 性质
,

则 是某一连通的 空间

的几乎开映像

证 设 是具有点 。性质的连通空间 由引理
,

是 空间 又由引理

和推论
,

是 空间 再由引理 和引理
,

是连通空间且 是几乎

开映射
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连 通 从 空 间 的映 像

本节讨论具有网结构的广义度量性质 设 尹 是空间 的子集族
,

尹 称为 的网

见
,

定义
,

如果 是 的开集且 任 ,

则存在 尸 〔 尹
,

使得 〔 尸 尹 称为

的 网 见
,

定义
,

如果 和 分别是 的紧集和开集且
,

则存在有

限的 恻 尹
,

使得 侧 具有 。 局部有限网的正则空间称为 。 空间 见
,

定义

』具有 局部有限 网的正则空间称为 从 空间 见
,

定义

显然
,

度量空间 井 杖 空间 井 。 空间 井 具有点 。性质的空间 因为 空间是 。

空间 见
,

定理 』
,

所以引理 中的空间 可换为 。 空间 但是 未必是 狄空间

让 是扇空间 凡 见 【
,

」
,

即对 。 个非平凡的收敛序列的拓扑和
,

将其所有极

限点粘成一点得到的商空间 则 是 总 空间
,

从而是 空间
,

但不是 衬 空间 见

【
,

例 」若记 的唯一聚点为 。 ,

那么如第 节定义的空间 的子空间 ,

仍同胚于 凡
,

于是 不是 狄空间
,

从而 也不是 杖空间 这表明
,

为使 是 从

空间
,

必须加强网的结构

引理 若 乃 空间 具有 局部可数网
,

则 是点 ‘ 空间

证 设 尹 二 几 是空间 的 局部可数网
,

其中每一 几 是局部可数的 对于
几 〔

每一 任 , 任 ,

由几 的局部可数性
,

存在 在 中的开邻域
。 ,

使得 。
仅与 几

中的可数个元相交
,

记

尸 〔几 尸 , 笋。 凡。 〔 ,

氏
。 一 瓦二 偌几 , ,

。 任

则 氏 是 中包含点 的 。 集 往证 氏 若存在 〔 氏 一 ,

则存
〔 几 〔

在 中不相交的开集 和 ’
,

使得 〔 , 任 ’ 因为 尹 是 的网
,

存在 。 任 和
尸 任 几

,

使得 任 尸 这时 〔 。 且 样万
,

于是存在 二 〔 ,

使得 尸 凡肋

从而 ’ 任 氏
。 一 瓦 , ,

矛盾

引理 设 任 ,

若 是 的 ‘ 集
,

则 的子空间 的任一紧集或

者是有限集或者是含点
,

的收敛序列

证 设 是 的无限紧子集 由于
,

是 的唯一聚点
,

且 有聚

点
,

所以
, 任 先证明 是可数集 设 衬 是 的开集列

,

且 门
。

对
〔

干每一 任 ,

紧集 一 。 是离散的
,

所以 一 。
是有限集 从而

一 , 一 一
自

。 一 。

任 〔

是可数集
,

因此 是可数集 记
, 。 , 。 任 ,

由于 的任一无限子集以
,

为唯一聚点
,

所以在 中
, 。 , , ,

即

是一收敛序列

引理 若 是局部具有 局部可数 网的 乃 空间
,

则 是 衬 空间
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证 分 步完成引理的证明

是局部具有 局部可数 网的空间

由引理 的证明可见
,

只须验证对每一 任 ,

在 中
,

的某邻域具有 局

部可数 网 因 是局部具有 。 局部可数 网
,

存在点 在 中的开邻域
,

使得

具有 , 局部可数 网
,

下证点
,

在 中的邻域 具有 。 局部可数 无网 设

几 是子空间 的 。 局部可数 网
,

其中每一 几 几十 且 几 在 中是局部可数
几任

的 于是存在 在 中的开邻域 氏
,

使得 氏 仅与几 中的至多可数个元相交 由引理
,

不妨设 门氏 对 〔 ,

置
任

￡。 〔 几
‘ , ‘ 〔 一

由几 的选取及 几 的点可数性
,

则 乙。 是 的局部可数集族 令 ￡ ￡。

〔

乙是 的网 事实上
,

设
‘ , 任 ,

其中 是 的开集

若 尹
,

则存在 。 任 ,

使得 〔 一 , ,

于是
, 任 乙。 且 ’

, 〔 ‘ ,

若
,

则存在 在 中的开邻域
,

使得
,

从而存在 。 任 和 任 气
,

使得 〔 尸
,

那么

任 ￡二
, , 任 二

乙是 的 网 事实上
,

设
,

其中 , 分别是 的紧集和开

集 不妨设 是无限集
,

则由引理 和引理
,

记 二 , 。 , 。 任 ,

其

中在 中
。 , ,

存在 二 在 中的开邻域
,

使得
,

所以

存在 。 〔 ,

使得当 。。 时
,

有 。 任 ,

从而存在 任 和有限的 侧 只
刀 ,

使得
。 。 。 侧 这时 一 尸 好 尸 任 侧 是有限集

,

从而存在有限
的 ￡‘ 乙

,

使得 刀

具有 局部可数 网

利用 的仿紧性
,

由
,

存在 的局部有限闭覆盖 。。 ,

使得每一 具有

局部可数 网 设 。 任 ,

、 是自然映射 则空间 具有 局部

可数 网
,

且 是逆紧映射 即每一点的逆象是紧的闭映射 易验证 见 【 」
,

逆紧映射

保持 无网
,

保持局部可数集族
,

所以空间 具有 局部可数 网

是 杖空间

设
。
是空间 的 。 局部可数 网

,

其中每一 。 。十 且 。 是局部可数
几〔

的 对于每一 。 任 ,

存在 的开覆盖 汰
,

使得 汰 的每一元仅与 。 中的至多可数个元

相交 由 的仿紧性
,

不妨设 硫 是局部有限的
,

那么

疏
。 〔硫

, 〔 。

是 的 局部有限集族 对于每一
,

其中
,

分别是 的紧集和开集
,

则存在

和有限的 ’ 。 ,

使得 ’
,

同时存在有限的 “‘

姚
,

使得 川
‘ ,

于是 ’ ’ 故
。

是 的 局部有限 网
,

所以 是 衬空间
〔

由弓理 和引理
,

有

推论 若空间 是局部 杖空间
,

则 是 的 杖 空间
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由于 砧 空间未必是 狄空间 如扇空间 凡
,

所以当 是局部 杖 空间时
,

未
必是 狄空间 仿紧 衬空间的闭象具有 。 遗传闭包保持 网 见 【

,

命题 」
,

所以

定理 每一连通的局部 衬空间是具有 。 遗传闭包保持 网的连通 空间的几

乎开映像

问题

问题

每一连通的局部 杖空间是否是某一仿紧连通的 杖空间的商空间

每一局部连通空间是否是某一仿紧局部连通空间的商空间
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